SUR LES COURBES DONT LA COURBURE
ET LA TORSION SATISFONT A UNE
RELATION ALGEBRIQUE

GEORGES VARELAS



SUR LES COURBES DONT LA COURBURE
ET LA TORSION SATISFONT A UNE
RELATION ALGEBRIQUE*

Par

Georges Varelas

I. Introduction

Soit une courbe (y), dont le vecteur unitaire i de la normale
principale est une fonction donnée i =1i(s) de 1’ arc s de la courbe
et dont ses rayons ¢ et t de courbure et de torsion satisfont & la re-
lation :

(1 1) G

Alors, en con51derant 1es vecteurs
v, = .JulﬁdS']L‘ Cl' Vs =ju2 ﬁdS’+C2,

1I* équation vectorielle, la courbure et la torsion de la courbe (y) se-
ront données (Voir [1] page 48,49) par les formules:

(1, 2) t = [[Ay 9.+ By (v X A)] ds + &
(I, 3) 4:)77 = A,u — B (v, 8, i)

(I, 4) ;1 = By u; + A, (v, 81, ')

ou encore par les formules:

(I, 5) f = [[A%, -+ By (v, X )] ds + &,
(1, 6) ;¥ = Ayuy — By (vy, B, 7)

* Cette note a été communiquée au IIle Congrés Interbalcanique des
Mathbématiciens 4 Bucareste le 13/9/1966.
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- 1 | =
(I, 7) == By up + A (v, 11, 1)
ol A;, By, A, By, sont les nombres constants
a b a, by
Al= — :1 — B! = — 1 — Az = — - By, = /"
at b AT b TR TENS

et uy, Uy fonctions de 1” arc s de la courbe
I.es nombres A, B, C sont donnés et les nombres a;, by, as, by, s
obtiennent si 1° on décomp-se en produit de facteurs le premier mem-

), ¢ est-a-dire si 1° on supj ose que

bre de (I, 1
A 28 C a) bl Ag b
a0 e 4 D2
92+9r+r2 (o+r)(o‘r>
et les fonctions u;, u, s° obtiennent si 1>.on pose
= A b _ A by
([, 8) 1, 0 T . g 0 T =

Les fonctions uy, u, 4 cause de la relation (I, 1) sont obligées de

satisfaire 4 1° équation

, 6)

(I, 9) u uy = 1.
données par les formules (I, 3) et (I

Puisque les valeurs de -
0

sont les mémes, les fonctions uy, u, de I’arc s de la courbe doivent sa-
tisfaire (voir [I], page D4) le systéne des équations:
(I, 9) U uy =1
(I, 10)  [A (A7)~ B, ({, 1", 07)] ug 4 [A, (A"27) -
By (7, 5, 37)] g + Ay (RE”) 1y -+ Ay (R A7) uy’ = 0

(X)
1 ,
puisque les valeurs de —— dannées par les formules
T

Deméne,
(I, 4) et (I, 7) sont les mémes, on trouve que les fonctions uy, u, de

t
I’arc s de la courbe doivent satisfaire le systéme des équations:

(1,9 uyu, =1
) — ArB, A7 (B3 A7) —

(XX) ) (I, 11) [B,( )~ Af, 0,0 /]ul
; 1— )1112—+—B1(n11 ul +B2 fﬁ)U2:0

i
Dan.. cette uote nowus allous d’ abord intégrer les systémes (X) et
I’ ¢quation vectorielle d” une courbe (y), pour la-

(XX) pour trouver I’
quelle existe la relation (I, 1) et finalement nous allons donner les con-
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ditions nécessaires et suttisantes pour que les solutions des deux sy-
stémes coincident.

II. Intégration du systéme des équations (X)

Posons pour abréger:

f, = f,(s) = A, (R &) + B, (f,@,0")
oy ) B ) = A (R E7) 4 By(h, ), 5)
fy = f5(s) = A; (A1)
fo = f4(s) = A, (A T7)
Alors I équatioh (I, 10} devient :

(11, 2) By + Hu + 5w 4 fiu’s = 0.

En dérivant (I, 9), on obtient:
(I1, 3) u;"uy, + upuy’ =0

Ainsi la solution du systéme des équations (X) se raméne 4 la so-
lution du systéme des équatiors différentielles (II, 2) ([I, 3).

Si I’ on suppose que fyu; — f, u, 550, on obtient :

du, fiuy 4 fou,
T N R
du, fiu - fouy
(L3 e = By — foug
Si I” on pose
(11, 6) Uy = yu,
on aura
Ay, 2wty

(II‘ 7) 7&;9“ i fJY - f4

Pour la résolution de 1’ équation différentielle (II, 7) distingons
les cas suivants:

Ier Cus. Supposons que les fonctions f,, f,, f5, f; sont continues
pour s, < s <s,, fy £ 0 et encore que fzy — fy divise 2f,y2-|- 2f,y, ce
qui entraine la condition:

(II, H) f1f4“{'~ f2f320.
Dans ce cas la fonction vectorielle fi(s) doit vérifier 1> équation
(U, 9) 2A;A(T'R") - (A1Ba - A.By) (8, 7', 17)=0
et 1" équation différentielle (II, 7) devient:
dy 2, dy 24
S 5, y =20 ou y f ds
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et par intégration, on obtient:
+ag

— 2t s
(I, 10) y = i S A } fa
U,
De celle -ci et de (I, 5) on trouve:
[ o
(IT, 11) Uy =ae * I Uy =ater '

Si nous remplacons dans (I, 2) les valeurs trouvées des 1wy, u,,
nous aurons 1° ¢quation vectorielle de la courbe demandée (y).

2me Cas. Supposons aussi que les fonctions f,, f,, f5, {4 sont continues
pour s; <s<s,, f35£0 et maintenant fay—f, ne divise pas 2f,y2-F 2f,y.

Alors, (voir [2] page 82), si

(11, 12) 6,0y 4 200 - faf ) — f37,=0.
c’est - a - dire, si la fouction vectorielle fi(s) vérifie 1’ équation
(I1, 13) BALALAR) - (A By - 2A,B,) (&, 7, 87) =0

la solution y = y(s} de 1’¢&jquation différentielle (I, 7) sera donudée
par 1’ équation :
(11, 14) fBy? 26, Fy+p =
ST
. h 2 ds
avec J =constant et F=¢" f3

Des rélations (I, H) et (IT, 6) on trouve:

9 9
ul =y -~ ’ uz = vy -
Les fonctions uq, u, étant trouvées 1° équation vectorielle de la

courbe (y) sera donnée par (I, 2) ou (I, 3).

III. Intégration du systdme des éguations (XX)

Posons, pour abréger :

¢ = @y (s) = By (A"2") — A,(d, A, &
(III ]) o == (P?. (S) = B2 (ﬁl ﬁ”) — A2 (ﬁ’ﬁ” ﬁ”)
' ¥z = @P3 (S) = B, (fi, 1")

s = @4(s) = By (i, 1)
et procédant de la méme facon que dans le paragraphe précédent on
a respectivement les résultats suivants:
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fer Cas. Si
(111, 9) 2B, B, (i’ &") — (A;B; + AyBy) (i,1', i) = o
onh a
Dy P g4
— 1 s
(111, 11) 1y = a¥e f“’- e uz:%ef%
2me (as. Si
(111, 13) 3B, B, (ii"i"") — (2A;B; -+ AgBy) (f,ii", /") = o,
la fonction y = —El— est donnée par I’ équation
2
(111, 14) @3 Py? — 2¢, Py + §* =

f 4(‘" ds

IV. Conditions nécessaires et suffisantes, pour que les
solutions des deux systdmes (x) et (xx) coincident

avec f* = constant et ® = e

I cas. Nous avons vu, que si
(11, 9 2A,A,(0" 77)+(A,B, + A,B)) (§, 7', @) =0
nous aurons

f
— |-t as —Lds
(I1, 11) uy = ae ffﬂ u, —a“ef
et si
(111, 9) 2B,B,(fi" ") — (A;B, 4 A,B) (A, 1", fi”) =0

fous aurons
[ [
(ITL, 11) u; = u*e Ps u,=o*le’ s
Pour que les équations vectorielles (I, 2) et (I, 5) réprésentent la
méme courbe, il faut et il suffit que « = o¥, et que les fonctions u,
et u, que nous prenons des formules (II, 11), (III, 11) coincident,
¢ est-a-dire que:
b, AR o By(@,A,07) B A)
— = ——ou — — - —
fa ¥3 A, (Ain") B, (i
ou encore que
(Iv, 1) (A2 B3 (A, 6, 0")=o
De cette équation-ci {IV, 1) et de celles-1a (II, 9), (III, 9) il s°
en suit, gue le vecteur uaitaire fi(s) de la normale principale doit
vérifier les conditions:
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(Iv, 2) (a,#’,d"”) = 0, f"f’"” = 0.

II Cas. Si fzy — f4 ne divise pas f;y% 4 f,y et si @3y — @, ne di-
vise pas ¢,v2 -+ @,v, alors il faut et il suffit que

1° le systéme des équations

(II, 13) 3AA, (") -+ (A;B, + 2A,B,) (F,fi"f") =0

(111, 13) 3B,B,(f'7"") — (2A,B, + A,B)) (fi,@i’,i’") = 0

ait une solution différente de zéro, et

2° les équations

(I1, 14) f3Fy? — 2f,Fy -8 =0

(I1I, 14) P3Py? — 29,0y + f* =0

aient une solution commune. C* est-a-dire il faut et il suffit que
MA, . AB,+2AB;

(Iv, 3) B3,  2A;B,+A,B,

(cofsF — C[P:a(p)2 — 2(f34 - f493) (¢, fy F — C(p4(I))F(I> =0
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